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Méthode d’ Archimede! pour approximer m.

Soit ¢ un cercle de rayon 1; on construit, pour tout n > 1, deux

polygones réguliers P, et Qy, ayant 3x2"cotés, P, étant inscrit
dans et Qn étant exinscrit a ¢

Nous admettrons que le périmetre du cercle de rayon 1 est
encadré par ceux des deux polygones.

Dans la suite, on note py et gu les demi-périmetres respectifs de Py et Qu. Ainsi,
P, =T =1q,.

1. Lecasn=1.
Montrer que p, =3 et q, = 2\/5

2. Expression de p, et g,
a. Evaluer, en fonction de 1, 'angle au centre qui intercepte I'un des cotés de
Pyou de Q.
b. En déduire les relations :

p”=3><2”51n( d Jet quz3><2”tan( i ]
3x2" 3x2"

3. Relations de récurrence

T
a. On A=
A pose & =———0

Exprimer pn et gn en fonction de 11 et a.
b. Exprimer sin(2a) et 1+ cos(2a) en fonction de sina et cosa.

c. En déduire que, pour tout n>1:
1 11 1 1
—=—| —+— | etp =2 .
{?ﬂ—l 2 ( IU'n (?ﬂ ] l[ " l[ ! ]n+1

d. Calculer p, et > a 'aide des relations précédentes.

4. Etude des suites (p.) et (qu).
a. Soit a et b deux réels vérifiant 0<a<b.
Démontrer les relations :

0<ab<b () et a< 2 0 g Gy,
a+b

<
b. Montrer par récurrence que p, <, .

¢. En déduire que la suite (p,) est croissante et la suite (7,) est décroissante.

d. Démontrer que, pour tout n>1: ¢, —p,.; < %[q” —p, ). [ on pourra utiliser
(1) et (ii) |
En déduire que, pour tout n=1, q,-p, Szl—n, puis que les suites (px) et ()

sont adjacentes.
e. Que valent lim p, et limgq, ?
n—s+0 N3+
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