Term. S4 Jeudi 22 octobre

Controle N° 2 I

Exercice 1 : (6 points)
On considere 1’équation différentielle (E) : y* + 2y = e’* .

1. Déterminer la valeur du nombre réel a de sorte que la fonction

g(x) = ae* soit solution de (E).

2. Résoudre I’équation (Ey) : y’ + 2y = 0.

3. Démontrer qu’une fonction f est solution de (E) si, et seulement si, la
fonction (f — g) est solution de (E).
En déduire toute les solutions de (E).
5. Déterminer la solution de (E) qui vaut O en 1.

=

Exercice 2 : (4 points)

X

L’objet de cette question est de démontrer que : lim — =+
X —>+ o X

On supposera connu les résultats suivants :

¢ [ e fonction exponentielle est dérivable sur R et est égale a sa
fonction dérivée.

e &'=1.

e Pour tout réel x, on a e* > Xx.

¢ Soient deux fonctions f et g définies sur I'intervalle [A ; + o[ oul A
est un réel positif.
Sipourtoutx € [A;+ oo, f(x)<g(x) et lim f(x)=+o0

X —> 4 00

l l = +4 oo,
alors < _1)rr41_ c><)g(x)



1. On considere la fonction y définie sur [0 ; + oo[ par Y(x) = e — 2

2
X
Montrer que pour tout X € [0 ; + oo , WY(x) = 0.

2. En déduire le résultat cherché.

Exercice 3 : (7 points)

On considere la fonction f définie sur R par : f(x) = %( X + (1 —x)e*).

On note (C) sa courbe représentative dans un repere orthonomal (O; T, J)
(unité graphique 2 cm).

1.

[\°]

a) Déterminer les limites de f en — oo et en + oo,
b) Montrer que la droite A d’équation y = % est asymptote a (C).

Etudier les positions relatives de (C) par rapport a A.

. Montrer que f est dérivable sur R et calculer f ’(x).
. Soit u la fonction définie sur R par u(x) =1 + (1 - 2x)e’* .

a) Etudier le sens de variation de u.
b) Montrer que 1’équation u(x) = 0 possede une solution unique o
dans I'intervalle [0 ; 1 ].
Déterminer une valeur décimale approchée par exces de o a
107 pres.
¢) Déterminer le signe de u(x) suivant les valeurs de x.

. Etudier le sens de variation de f, puis dresser son tableau de

variation.

. Construire la courbe (C).

Exercice 4 : (3 points)

Soit h la fonction définie sur [0 ; + oo[ par : h(X) =sin x — x + 2
1.
2.

3

6
Calculer h’(x), h”’(x) et h””’(x). En déduire le signe de h sur [0 ; + oo[
3

) ) X
A I’aide de 1., montrer que pour tout x € [0 ; +oo[ : 0<X—sinx < 6

o



CORRIGE

Exercice 1 :
1. g solution de (E) < g’(x) + 2g(x) = &
On pose g(x) = ae™* avec a € R, alors g’(x) = 3a.e” et ainsi, on a :

3x 3x 3x

< Sa=1 (:)a:l etalorsg(x):le

3x _
& Sae=e 5 5

3a.e +2a.e =¢

2.y +2y=0 & y =-2y
Alors y = C.e™ avec C € R.
3. fsolutionde (E) & f’ +2f=¢™
Sf +2f=g +2g carg’ +2g=¢>"
Sf-g +2f-2g=0
s(f-g’+2(f-g =0
& (f — g) solution de (Ep)

4. fsolution de (E) < f(x) — g(x) = C.e™ soit f(x) = % e+ Ce™

L

5. f(H)=0 loice?21 o c:?z—:-lef et alors f(x):%(e?x—e

5-2x
5 5 )

Exercice 2 :
- 2

1. y(x)=¢" - % est une fonction dérivable sur [0 ; + oo et Y’ (x) = €* - X.

Or, d’apres les rappels on sait que e* >x V x € IR, ce qui prouve que ¥V x € [0 ; + oo : W(x) > 0.
2

. X
2. Ainsi V x >0, e"Z?
X2
et donc par le rappel sur le théoreme des gendarmes comme lim S =+, 0na bien :
X = + 0
X

. e
lim —=+o

X =+ 00
Exercice 3 :
La) lim fx)= lim ~(x+(1-x)e¥)= lim 2(x +e* — x.e¥) = — oo
X = —oo X —> — 02 X = — o0

car lim lX.eX=0 avec X = 2x
X > -0

lim fx)= lim 2(x+(1-x)e¥)= lim +eX(Z=+1-x)=—oo
X = + 00 X = + 00 X =+ 00 ©

car lim (%+1—x)=—oo puisque lim %:O

X — 4+ o X—+ °°e
b) f(x) - % =(1-x)e”™ lim (e -x.e™) =0 par ce qui précede.
X —>—o

Donc A est bien asymptote a (C) en — oo (mais pas en + oo !!)
(1- x)e2X est du signe de (1 —x), soit : (1 — x)ez" >0six<1
On déduit alors : x € | — e ; — 1] : (C) est au dessus de A

X € |—=1;+oo[ : (C) est au dessous de A



2. f est dérivable sur R comme produit addition et de fonctions dérivables.

VxeR:f(x) =%(1 + (= DeX + (1 —x)(2e¥))

soit £ *(x) =%(1 + (1 = 2x)e™)

3. ux) =1+ (1-2x)e*
a) u est dérivable sur R et u’(x) = (1 — 2x)(2e”) + (- 2)e™

Soit w(x) = (- 4x)e* J e 0 + o0
Ainsi u’ est du signe de (— 4x)
On en déduit le tableau ci-contre : w + 0 -

b) u est continue sur R, 0 € Ju(1) ; u(0)[ 5
et comme u est strictement monotone, u / \
il existe un unique o € 10 ; 1[ tqu(o) =0 1 0o
a la calculatrice : u(0) =2 u(l)=-6,4
u(0,6)=0,3 u(0,7)=-0,6
u(0,63) = 0,08 u(0,64) =—0,0007 = a.=0,642 107 prés par exces

¢) D’apres les variations de u, on X | —oo o + o0
déduit le tableau de signes ci-contre :

Sgn (u{ + 0 -

. , 1 2x X [—o0 o + oo
4. Soit f’(x) =§(1 + (1 =2x)e™)
) f’ + 0 -
=51 ()
Ainsi f’ et u sont de méme signe, d’ou le
tableau ci-contre : f
5. Voir écran calculatrice. e o

Exercice 4 :
- 3

1.h(x) =sinx — x + % est dérivable sur [0 ; + oof
2

h’(x)=cosx—-1+ XE est dérivable sur [0 ; + oo

h’(x) =—sin X + X est dérivable sur [0 ; + oo[
h’(x)=—cosx + 1
Alors V x2>0,h’(x) >0 etdonc h’ est croissante, comme h’’(0) = 0, on déduit que
V x2>0,h’(x) 20 et donc h’ est croissante, comme h’(0) = 0, on déduit que
V x 20, h’(x) = 0 et donc h est croissante, comme h(0) = 0, on déduit que :

Vx20,h(x)=0
3
c'est-a-dire que V x € [0 ; + oo[, sin X — X + % >0.
3
2. D’apres ce qui précede : % > X —sin X
mais aussi, d’apres I’étude de h™” : sinx —x 20V x € [0 ; + oo[.
3

) ) X
Finalement pour tout x € [0; +oo[: 0<x —sinx < 3



